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Abstract. This paper presents a theoretical development of the Onto-Semiotic
Approach (OSA) through the incorporation of the notion of “process” within this
theoretical framework. First we show how the use of the construct “epistemic
configuration of mathematical objects” in conjunction with certain mathematical
processes allows a better analysis of mathematical practices. Second, we delves into
the processes of idealization and generalization. Finally, we proposed to consider a
set of 16 processes that are derived from the theoretical framework and use them
(metaphorically) as a vector basis for studying processes. This methodology is
applied to study the processes of representation and the metaphorical processes.
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Resumen. En este trabajo se presenta un desarrollo del Enfoque Ontosemiotico de
la Cognicion e Instruccion Matematica afrontando la problematica del encaje de los
“procesos” dentro de dicho marco teorico. Primero se muestra como el uso del
constructo ‘“‘configuracion epistémica de objetos matemdticos” conjuntamente con
determinados procesos matemdticos permite un mejor andlisis de las practicas
matematicas. Después se profundiza en los procesos de idealizacion y generalizacion.
Por ultimo, se propone considerar un conjunto de 16 procesos que se derivan del
marco teorico y usarlos (metaforicamente) como una base vectorial para estudiar
procesos. Esta metodologia de estudio se aplica a los procesos de representacion y a
los metaforicos.

Palabras clave: procesos, idealizacion, generalizacion, representacion, procesos
metaforicos

1. Introduccion

En diversos trabajos Godino y colaboradores han desarrollado el enfoque
ontosemidtico del conocimiento e instruccidon matematica (Godino &
Batanero, 1994; Godino, 2002; Godino, Contreras, & Font, 2006; Godino,
Batanero, & Font, 2007 y 2008; Font, Planas, & Godino, 2010; Font, Godino,
& Gallardo, 2013) a partir de ahora utilizaremos el acronimo EOS para
referirnos a dicho enfoque.

El primer objetivo de este trabajo es mostrar como el uso del constructo
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“configuracion epistémica de objetos matemdticos” conjuntamente con
determinados procesos matematicos considerados en el EOS permite un mejor
analisis de las practicas matematicas. El segundo es explicar como se
entienden en el EOS algunos de los procesos considerados en dicho enfoque,
en concreto en este articulo se explica la manera de entender los procesos de
materializacién-idealizacion y los de particularizacion-generalizacion. El
tercero es afrontar, en el marco del EOS, la problematica de la relacion entre
algunos de los procesos considerados en el marco tedrico y la problematica de
como tratar otros procesos no considerados directamente en dicho marco.

La estructura de este articulo es la siguiente, en la seccion 2 se comenta
muy brevemente el marco tedrico del EOS. En la seccion 3 se presenta una
tarea sobre la mediatriz que sera utilizado como contexto de reflexién. En la
seccion 4 se hace un primer analisis de dicha tarea utilizando el constructo
“configuracion epistémica”. En la seccion 5 se amplia el analisis de la seccion
anterior focalizando la atenciéon en los procesos de materializacion —
idealizacion y particularizacion — generalizacion. En la seccion 6 se profundiza
en el papel que juegan los elementos genéricos en los procesos de
particularizacion y generalizacion. En la seccion 7 se reflexiona, utilizando
como contexto el caso del proceso de representacion, sobre el hecho de que los
procesos considerados en el EOS no se pueden considerar de manera aislada y
se propone que una de las maneras de estudiar esta relacion es analizar el
proceso desde las diferentes miradas que posibilitan las facetas duales. En la
seccion 8, después de poner de manifiesto que los procesos contemplados en la
actual sintesis del EOS no cubren todos los posibles procesos a tener en cuenta
en la actividad matematica, se toma como contexto de reflexion uno de los no
contemplados, los procesos metaforicos, y se sigue el mismo analisis realizado
en la seccion anterior, es decir también se analizan desde las diferentes
miradas que posibilitan las facetas duales. El articulo termina con unas
consideraciones finales.

2. Marco teérico

En la Figura 1 se sintetizan una parte de las diferentes nociones teoricas
propuestas por el EOS. En este enfoque la actividad matematica ocupa el lugar
central y se modeliza en términos de sistema de practicas operativas y
discursivas. De estas practicas emergen los distintos tipos de objetos
matematicos, que estan relacionados entre si formando configuraciones
epistémicas (hexagono). Por ultimo, los objetos que intervienen en las
practicas matematicas y los emergentes de las mismas, segin el juego de
lenguaje en que participan, pueden ser considerados desde las cinco facetas o
dimensiones duales (decagono). Tanto las dualidades como los objetos se
pueden analizar desde la perspectiva proceso-producto, lo cual nos lleva a los
procesos que se recogen en la Figura 1.
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Figura 1. Modelo ontosemioético de los conocimientos matematicos.

En el EOS no se intenta dar, de entrada, una definicion de “proceso” ya que
hay muchas clases diferentes de procesos, se puede hablar de proceso como
secuencia de practicas, se puede hablar de procesos cognitivos, de procesos
metacognitivos, de procesos de instruccion, de procesos de cambio, de
procesos sociales, etc. Se trata de procesos muy diferentes en los que, quizas,
la Uinica caracteristica comtn a muchos de ellos sea la consideracion del factor
“tiempo” y, en menor medida, el de “secuencia en la que cada miembro toma
parte en la determinacion del siguiente”. Por tanto, en el EOS, en lugar de dar
una definicion general de proceso, se ha optado por seleccionar una lista de los
procesos que se consideran importantes en la actividad matematica (los de la
Figura 1), sin pretender incluir en ella a todos los procesos implicados en la
actividad matematica, ni siquiera a todos los mas importantes, entre otros
motivos porque algunos de los mas importantes (por ejemplo, el proceso de
comprension o el de modelizacion) mas que procesos son hiper o mega
procesos:

La resolucion de problemas, y de manera mas general, la modelizacion debe ser
considerada mas bien como “hiper-procesos” matematicos, al implicar
configuraciones complejas de los procesos matematicos  primarios
(establecimiento de conexiones entre los objetos y generalizacion de técnicas,
reglas y justificaciones). La realizacion efectiva de los procesos de estudio
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requiere, ademas, la realizacion de secuencias de practicas de planificacion,
control y evaluacion (supervision) que conllevan procesos meta-cognitivos.
(Godino, Batanero, & Font, 2006, p. 9)

3. Una tarea como contexto de reflexion

Vamos a utilizar, como contexto de reflexion para mostrar el tipo de
aplicacion que hacemos de algunos de los constructos tedricos elaborados por
el enfoque ontosemiotico, la siguiente tarea (Font & Godino, 2006).

Tarea: La mediatriz de un segmento es la recta perpendicular que pasa por el
punto medio. A partir de la siguiente construcciéon geométrica realizada con el
programa Cabri:

a) Halla una propiedad que cumplan todos los puntos de la mediatriz.

b) Demuestra esta propiedad.

¢) Dauna nueva definicion de mediatriz.

d) Halla a partir de los apartados anteriores un procedimiento de construccion
con regla y compas de la mediatriz.
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Figura 2. La mediatriz con el Cabri.

4. Configuraciones epistémicas

En el curriculum de algunos paises los tipos de “objetos matematicos” que se
consideran son soOlo dos: conceptos y procedimientos. Se trata de una
“ontologia” demasiado simplista para analizar los objetos matematicos que
componen un texto matematico, y en general la actividad matematica sea
profesional o escolar. En el EOS se considera que es necesario contemplar una
ontologia mas amplia formada por los siguientes elementos: 1) lenguaje, 2)
situaciones-problema, 3) conceptos, 4) procedimientos, técnicas..., 5)
proposiciones, propiedades, teoremas, etc. y 6) argumentos. Estos seis tipos de
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objetos se articulan formando configuraciones epistémicas (Figura 3) cuyo
analisis nos informa de la “anatomia de un texto matematico”. Si ademas de la
“estructura” interesa analizar su “funcionamiento” con alumnos son necesarias
otras herramientas, en especial los procesos contemplados en la Figura 1. En
este trabajo nos proponemos aplicar tanto los procesos de la Figura 1 como las
configuraciones epistémicas (0 cognitivas, segun se mire desde la perspectiva
institucional o personal) al analisis de una practica matematica.

SITUACIONES J

R [ DEFINICIONES (CONCEPTOS) ]
E
EXPRESA G
LENGUAJE ¥
MATEMATICO SOPORTA L PROCEDIMIENTOS
A
S

[ e )
&

ARGUMENTOS J

Figura 3. Componentes y relaciones en una configuracion epistémica.

Entendemos por practica del alumno la lectura de la tarea y su resolucion. La
herramienta “configuracion epistémica” nos permite ver la estructura de los
objetos que posibilitan la practica que debe realizar un alumno hipotético (para
cada alumno concreto, tendriamos wuna configuracion cognitiva). La
configuracion epistémica asociada es la siguiente:

Tabla 1
Configuracion epistémica “emergente” asociada a la mediatriz

LENGUAIJE

Verbal

mediatriz, segmento, recta perpendicular, punto medio etc.
Grdfico

- Figura geométrica dinamica

Simbolico:

A,B, ...
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SITUACIONES CONCEPTOS

- Problema descontextualizado de Previos

construccion geométrica en el que se
ha de hallar y justificar una
propiedad de la mediatriz.

- Segmento, recta perpendicular,
punto medio

- Mediatriz (definida como recta
perpendicular que pasa por el punto
medio)

Emergentes

- Mediatriz (definida como recta
formada por todos los puntos que
estan a la misma distancia de los
extremos del segmento)

PROCEDIMIENTOS PROPOSICIONES

Emergente - El punto medio divide al segmento

- Procedimiento de construccién con en dos segmentos de igual longitud

regla y compas de la mediatriz - Larecta perpendicular forma un
angulo de 90° con el segmento

Emergente

Los puntos de la mediatriz se hallan a
igual distancia de los extremos del
segmento

ARGUMENTOS

- Justificacion visual de la propiedad “Los puntos de la mediatriz se hallan a igual
distancia de los extremos del segmento”.

- Justificacion de la propiedad utilizando elementos genéricos.

- Demostracion deductiva (?)

En esta configuracion destaca el papel central que juega la situacion problema
(de tipo intra matematico) y también que estd orientada a la emergencia de
nuevos objetos matematicos (nueva definicion de la mediatriz y nuevo
procedimiento de construccidon). Puesto que se trata de una configuracion
epistémica cuyo objetivo es la emergencia de nuevos objetos es evidente que
propicia claramente algunos de los procesos que se hallan en el interior del
hexagono, como son los procesos de enunciacion (apartado a), argumentacion
(apartado b) definicion (apartado c) y algoritmizacion (apartado d).

En este trabajo no entraremos en el analisis de estos 4 procesos, algunos de
los cuales ya han sido objeto de investigaciones especificas en el marco del
EOS. Por ejemplo, Godino y Recio (1997), utilizando el marco ontosemiotico,
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analizaron los rasgos caracteristicos del significado de la nocidon de prueba en
distintos contextos institucionales: logica y fundamentos de las matematicas,
matematica profesional, ciencias experimentales, vida cotidiana y clase de
matematicas. Su conclusion es que el estudio de los problemas
epistemologicos y didacticos que plantea la ensefianza de la prueba en la clase
de matematicas debe encuadrarse dentro del marco mas general de las
practicas argumentativas humanas. Asimismo, se observa como en los
distintos niveles de ensefanza se superponen los diversos significados
institucionales de la prueba, lo que podria explicar algunas dificultades y
conflictos cognitivos de los estudiantes con la prueba matematica.

5. Materializacidn-idealizacion y particularizaciéon-generalizacion

Ademas de los 4 procesos anteriores, en la resolucion de la tarea se activan
algunos de los procesos asociados a las facetas duales (decagono exterior). En
concreto, vamos a analizar, de acuerdo con Font y Contreras (2008), en esta
seccion el papel que juegan los procesos de materializacion-idealizacion y los
de particularizacion-generalizacion en esta tarea.

5.1. Procesos de idealizacion y de materializacion

Platon fue uno de los primeros que puso de manifiesto la importancia del
proceso de idealizacién al considerar a los objetos de la experiencia como
copias imperfectas de las “ideas” matematicas. Desde entonces, la necesidad
de tener en cuenta el proceso de idealizacion en la actividad matematica ha
sido observada por muchas personalidades ilustres. Por ejemplo, Fischbein
(1993) tiene muy en cuenta el proceso de idealizacion en su teoria de los
“conceptos figurales”. También es importante el proceso de idealizacion
(entendido como caso limite de lo concreto) en la obra de Kitcher (1984), este
autor sostiene que los origenes de las matemadticas son empiricos y
pragmaticos, y propone una posicion constructivista que afirma que las
matematicas son una ciencia idealizada de operaciones que podemos realizar
con relacion a objetos cualesquiera. Para Kitcher las matematicas son como
una coleccion de historias sobre las realizaciones de un sujeto ideal al cual se
le atribuyen poderes de actuacioén superiores a los que tienen las personas
normales -por ejemplo, recorrer los términos de una progresion geométrica.
Las acciones nuevas que consideramos que son realizables no son acciones
cualesquiera sino aquellas que amplian acciones que se consideran realizables
por las personas.

Los mecanismos mediante los cuales las personas, consideradas
individualmente o socialmente, llegan a las ideas matematicas y como éstas
son materializadas en sistemas de signos a efectos de comunicacion son
motivo de investigacion (directa o indirectamente) en casi todos los programas
de investigacion que se han desarrollado en el area de la Didactica de las
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Matematicas. Para citar un solo ejemplo, uno de los programas que estan
emergiendo con mas fuerza en el area, el “embodiment” (Lakoff & Nufiez,
2000), se plantea precisamente investigar como las personas generan las ideas
matematicas.

Los procesos de materializacion-idealizacion, en el EOS, estan asociados a
la faceta ostensivo-no ostensivo. Supongamos que, antes de la tarea comentada
en el apartado anterior, el profesor ha dibujado en la pizarra la figura de la
izquierda (Figura 4) y que habla sobre ella como si fuera la mediatriz del
segmento que tiene por extremos los puntos A(3,4) y B(6,2) esperando,
ademas, que los alumnos interpreten de esta manera dicha figura:

ostensivo

extensive Proceso de idealizacion

no ostenstvo ¥ extensivo
(3.4 "la mediatriz del segemento de
Y extremos A(3.4) v B(6,2)"

Proceso de
matenalizacion

B(6,2)

(3 ’4)A

B(6.2)

Figuras 4y 5. Procesos de idealizacion y de materializacion.

Si se observa bien la Figura 4 de la izquierda se tiene que: (1) el segmento no
es una segmento de linea recta, (2) la mediatriz no es una recta ya que es so6lo
un segmento de la mediatriz, (3) ademds dicho segmento tampoco es un
segmento de linea recta, (4) no pasa exactamente por el punto medio, (5) los
puntos A y B y el punto medio son muy gruesos, (6) el angulo que forma la
supuesta mediatriz con el segmento no es exactamente de 90°, etc.

Es evidente que el profesor espera que sus alumnos hagan el mismo
proceso de idealizacion sobre la figura de la pizarra que €l ha realizado y su
discurso sobre ella omite los inconvenientes comentados en el parrafo anterior.
Es decir, la figura de la pizarra se constituye en una figura ideal, explicita o
implicitamente, por el tipo de discurso que el profesor realiza sobre ella. La
figura de la pizarra es una figura concreta y ostensiva (en el sentido que esté
dibujada con el material “tiza” y es observable por cualquier persona que esté
en el aula) y como resultado del proceso de idealizacion se tiene un objeto (la



Font V. y Rubio N. * Procesos en matematicas: Una perspectiva ontosemiotica 105

mediatriz del segmento AB) no ostensivo (en el sentido de que se supone que
es un objeto matematico que no se puede presentar directamente si no es
mediante ciertos ostensivos asociados) Por otra parte, este objeto no ostensivo
es particular, a saber, es la mediatriz del segmento de extremos A(3,4) y
B(2,6) y no es, por ejemplo, la mediatriz del segmento de extremos (4,4) y
(8,7). A este tipo de objeto “individualizado™ en el enfoque ontosemidtico le
llamamos un extensivo. Por tanto, como resultado del proceso de idealizacion
hemos pasado de un ostensivo que era extensivo a un no ostensivo que sigue
siendo un extensivo.

La otra cara de la moneda es que para poder manipular los objetos no
ostensivos necesitamos representaciones ostensivas, las cuales son el resultado
de un proceso de materializacion (y también de representacion). Siguiendo con
el ejemplo de la mediatriz dibujada en la pizarra, el profesor podria darse
cuenta que la figura no esta muy bien hecha para después borrarla y sustituirla
por una figura “mas perfecta” (la Figura 5 de la derecha).

En el caso de al Figura 2, actian los procesos de idealizacion y
materializaciébn ya que se considera que la mediatriz de la pantalla del
ordenador es una materializacion del objeto matematico “mediatriz del
segmento AB”.

El proceso de idealizacién es un proceso que duplica entidades ya que,
ademas del ostensivo que estd en el mundo de las experiencias materiales
humanas, se crea (como minimo de manera virtual) un no ostensivo
idealizado. La relaciéon que se establece entre estas dos entidades es la de
expresion-contenido ya que se considera que el ostensivo es la representacion
del no ostensivo. Este hecho tiene algunas implicaciones que queremos
resaltar, la primera es que cualquiera de los procesos contemplados en la
Figura 1 esta relacionado con otros de los procesos también considerados en
dicha figura, sobre esta cuestion volveremos en el apartado 5.

La segunda es que la relacion de representacion se da entre objetos
claramente diferentes (ostensivos por una parte y no ostensivos por la otra).
Ahora bien, a pesar de que por una parte se acepta que los objetos no
ostensivos solo son accesibles por medio de sus ostensivos asociados, se puede
caer en el error de segregar este par de objetos y dar vida independiente a los
objetos no ostensivos (algo parecido a cuando se considera el espiritu como
algo segregado del cuerpo), entre otros motivos porque el discurso objetual
que se suele utilizar en las matematicas induce a creer en la “existencia” del
objeto matematico como algo independiente de su representacion.
Wittgenstein (1987) ha sido, seguramente, uno de los filosofos de la
matematica que mas claramente ha llamado la atencion sobre este peligro, para
este filosofo la asimilacion de los términos matematicos a nombres,
especialmente la concepcion de que son nombres de objetos ideales o
abstractos, es fundamental para las confusiones que se producen al reflexionar
sobre las matematicas.
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5.2.  Procesos de particularizacion y de generalizacion

Los procesos de particularizacion-generalizacion, en el EOS, estan asociados a
la faceta extensivo-intensivo. Los términos extensivo e intensivo estan
sugeridos por las dos maneras de definir un conjunto, por extensiéon (un
extensivo es uno de los miembros del conjunto) y por intension (se consideran
todos los elementos a la vez). Por tanto, por extensivo entendemos un objeto
particularizado (individualizado) y por intensivo una clase o conjunto de
objetos, que, a su vez, cuando convenga se puede considerar como un objeto.

Uno de los origenes del discurso objetual en matematicas es la metafora
ontologica, la cual, a su vez, tiene su origen en nuestras experiencias con
objetos fisicos. Esta metafora permite considerar acontecimientos, actividades,
emociones, ideas, etc. como si fueran entidades (objetos, cosas, etc.) o
sustancias. Esta metdfora se combina de manera inconsciente con otra
metafora ontoldgica: la del contenedor (Lakoff & Nufez, 2000). La
combinacion de dichas metaforas permite considerar ideas, conceptos, etc.
como entidades o sustancias que se contienen unas a otras. Dicho de otra
manera, uno de los origenes de la aplicacion de la faceta extensivo-intensivo a
los objetos matematicos son las metaforas de tipo ontologico.

Las metaforas ontologicas en el discurso escolar muchas veces suelen estar
implicitas, pero también se pueden presentar de manera mas explicita. Por
ejemplo, en el Curso de Geometria de P. Puig Adam (1965, pag. 4) se
observan claramente en los axiomas de existencia y enlace:

Ax. 1.1 - Reconocemos la existencia de infinitos entes Illamados
<<puntos>> cuyo conjunto llamaremos <<espacio>>.

Ax. 1.2 - Los puntos del espacio se consideran agrupados en ciertos
conjuntos parciales de infinitos puntos llamados <<planos>> y los de
cada plano en otros conjuntos parciales de infinitos puntos llamados
<<rectas>>.

Los mecanismos que nos ofrece el lenguaje para permitir la particularizacion o
individuacion de objetos matematicos son variados (por ejemplo, los deicticos
gramaticales: éste, ¢ése, aquel, ahi, alli, aca, etc. o los determinativos
indefinidos: uno, alguno, cualquiera, etc.). También son variados los procesos
de generalizacion (o abstraccion) que permiten obtener intensivos. A
continuacion, vamos a centrar nuestra atencion sobre estos ultimos. Para ello,
volveremos sobre la tarea propuesta en el apartado 2.

Para responder a la tarea, una vez realizada con el ordenador la
construccion de la Figura 2, el punto D se puede convertir en un objeto
variable, es decir, en un objeto particular dindmico. Basta situar el puntero del
raton en el punto D y moverlo. El invariante que obtiene el alumno al mover el
punto D es que este punto siempre cumple la condicion de estar a igual
distancia de los extremos 4 y B del segmento. Por lo tanto, la recta
perpendicular que pasa por el punto medio del segmento es la recta formada
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por todos los puntos que estan a igual distancia de los extremos.
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Figuras 6 y 7. Invariantes de las acciones.

Este resultado se puede simbolizar de la siguiente manera: los puntos de la
mediatriz cumplen la siguiente condicion: distancia AD = distancia DB.

La resolucion de la tarea permite la emergencia de “intensivos” (por
ejemplo, una nueva definicion de la mediatriz). Ahora bien, lo que es
importante es observar que esta emergencia es el resultado de una abstraccion
diferente a la empirica, a saber, de una abstraccion “reflexiva” (en términos de
Piaget). Se trata de un proceso que, a partir de la reflexion sobre el sistema de
acciones y su simbolizacion, llega a encontrar relaciones invariantes y las
describe simbolicamente. Esto quiere decir que, en este proceso, determinadas
propiedades y relaciones son sefialadas y la atencion se focaliza sobre ellas, lo
cual pone de manifiesto que ganan un cierto grado de independencia respecto
de los objetos y situaciones con los que inicialmente estan asociados. Este tipo
de abstraccion produce un resultado que aparece a partir de la accion y que
gana sentido y “existencia” a partir de ella. Hay que destacar que se llega a un
intensivo (lo que no varia) a partir de (1) ignorar aspectos de lo concreto (lo
que varia) y (2) de considerar que lo que es valido para un objeto (variable en
esta caso, puesto que estamos trabajando con un programa dindmico) es valido
para todos, es decir se razona con elementos genéricos (dindmicos en este
caso). En el siguiente apartado volveremos sobre este aspecto.

Una de las caracteristicas de la abstraccion reflexiva es que es constructiva,
en el sentido que construye intensivos a partir de la reflexion sobre la accion.
Ahora bien, podemos considerar otros mecanismos diferentes para obtener
intensivos, uno de tipo eliminativo y otro de tipo aditivo. La abstraccion
empirica funciona por medio de un mecanismo eliminativo, se trata de
eliminar o separar aspectos o notas de lo concreto. Por ejemplo, en la Figura 3
se puede considerar que tenemos un ejemplar del tipo “negro” ya que se trata
de una figura de color negro o bien considerar que los puntos A, B y el punto
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medio, el segmento AB y la recta tienen en comuin que son figuras
geométricas, es decir en todos los casos se trata de ejemplares del tipo “figura
geométrica”. En este caso, se llega a un intensivo por la aplicacion
basicamente de la relacion tipo/ejemplar, la cual se basa en la aplicacion de un
mecanismo de tipo eliminativo en base a la relacion parte/todo, es decir el
intensivo (tipo) se considera una de las partes que componen el extensivo
(todo), ya que éste ultimo es un ejemplar concreto que tiene muchas notas o
atributos diferentes.

Otro mecanismo diferente para obtener intensivos consiste en la reunion en
un mismo conjunto de diversos elementos. Por ejemplo, puedo considerar la
mediatriz de la Figura 3 como un miembro (un extensivo) que forma parte de
una clase o conjunto (un intensivo). En este tltimo caso se llega a un intensivo
también por la relacion parte/todo, pero entendida de manera inversa a como
se entiende en el caso de la abstraccion empirica, la parte (el extensivo) es un
miembro de un todo, una clase (el intensivo).

(34

Q

B(6.2)

Figura 8. Conjunto de todas las mediatrices.

Estas tres maneras de generar intensivos juegan un papel diferente en las
matematicas, la abstraccion eliminativa y la constructiva tendrian que ver,
sobre todo, con el “contexto de descubrimiento”, mientras que la abstraccion
aditiva se relaciona, sobre todo, con el “contexto de justificacion”, puesto que
esta ultima es la usada habitualmente en la presentacion formalista de las
matematicas que se fundamenta sobre la teoria de conjuntos.

6. Elementos genéricos y dualidad extensivo / intensivo

Volvamos a la Figura 2 de la tarea que sirve como contexto de reflexion. La
principal funciéon que cumple la Figura 2 es (a) introducir un caso particular
(variable en este caso) sobre el cual razonar. Una de las caracteristicas cruciales
de la actividad matematica es el uso de elementos genéricos. El razonamiento
matematico, para ir de lo general a lo general, hace intervenir una fase intermedia
que consiste en la contemplacion de un objeto individual. Este hecho plantea un
grave dilema: si el razonamiento se ha de aplicar a un objeto concreto, es preciso
que se tenga alguna garantia de que se razona sobre un objeto cualquiera para
que quepa justificar la generalizacion en la que termina el razonamiento.

Ahora bien, con relacion al elemento genérico hay que considerar tres
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cuestiones conexas pero distintas, a saber:

e ,Por qué se hace intervenir en la demostracion de una proposicion
matematica (el enunciado de una definicion, etc.), una fase intermedia que se
refiere a un objeto particular?

e ;Como es posible que un razonamiento en que intervenga semejante fase
intermedia pueda, pese a ello, dar lugar a una conclusion universal?

e El elemento particular normalmente forma parte de una cadena en la que los
eslabones anteriores son elementos genéricos. A su vez, el elemento
particular al ser considerado como genérico se convertird en el eslabon previo
de un nuevo caso particular y asi sucesivamente.

La faceta extensivo/intensivo resulta un instrumento esencial para analizar la
complejidad asociada a estos tres aspectos. Dicho de otra manera, el uso del
elemento genérico lleva asociada una compleja trama de funciones semioticas (y
por tanto, de representaciones) que relacionan intensivos con extensivos.

Cuando en las practicas matematicas utilizamos elementos genéricos estamos
actuando sobre un objeto particular, pero nos situamos en un “juego de lenguaje”
en el que se entiende que nos interesan sus caracteristicas generales y que
prescindimos de los aspectos particulares. Para conocer los detalles sobre las
caracteristicas de este juego del lenguaje, y de las dificultades que tienen los
alumnos para participar en €1, es necesario el analisis de dialogos entre profesores
y alumnos relacionados con el uso de elementos genéricos. La asimilacion (o no)
de las reglas de este juego de lenguaje es fundamental para que los alumnos
puedan convivir con la complejidad semidtica asociada a las practicas en las que
interviene el elemento genérico. A partir del estudio de dichos didlogos, en
Contreras, Font, Luque y Ordofiez (2005) y Font y Contreras (2008) se ponen en
juegos otros constructos del EOS, los cuales permiten que la “complejidad
semidtica” asociada al uso de elementos genéricos se concrete en una trama de
funciones semioticas (dualidad expresion-contenido) que relacionan objetos que
pueden ser extensivos o intensivos (dualidad extensivo-intensivo).

7. Relacion entre procesos: El caso de la representacion

Al considerar los procesos de materializacion e idealizacion hemos visto como
no pueden ser analizados sin tener en cuenta otros de los procesos contemplados
en la Figura 1 (como minimo el de representacion). Una de las maneras de
estudiar esta relacion en el EOS consiste es situar el proceso que nos interesa
primero en el centro del hexdgono para relacionarlo con los procesos de
comunicacion, enunciacioén, definicion, argumentacion y algoritmizacion vy,
segundo, colocarlo en el centro del decagono y analizarlo utilizando las
diferentes miradas que posibilitan las facetas duales. A continuacion, por
cuestiones de espacio, aplicaremos solo las diferentes miradas que posibilitan las
facetas duales al proceso de representacion siguiendo a Godino y Font (2010).
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Figura 9. Miradas duales al proceso de representacion.

7.1. La representacion con relacion a la dimensiéon dual “extensivo /
intensivo”

El proceso de representacion esta relacionado con los procesos de
particularizacion y generalizacion asociados a la dualidad extensivo-intensivo
ya que, constantemente, nos empefiamos en descomponer de alguna manera la
realidad en una multiplicidad de objetos identificables y discriminables, a los
que nos referimos mediante términos singulares y generales (esta silla, una
mesa, la letra equis de la pizarra, la funcién f{x) = 3x +2, etc.). Sobre estos
objetos actia (de entrada) la faceta extensivo / intensivo.

Las explicaciones que se pueden dar para justificar la activacion de dicha
faceta son diversas. Por ejemplo, un foucaultiano diria que estos objetos ya
han sido “dichos desde algun discurso”, mientras que desde la filosofia de la
ciencia se dird que “foda percepcion (observacion) esta cargada de teoria” ya
que todo juicio de percepcion supone la aplicaciéon de conceptos (la
proposicion 4 es B). Desde la teoria contemporanea de la metafora (Lakoff &
Nuiiez, 2000) se dira que uno de los origenes de la aplicacion de la dualidad
extensivo/intensivo son las metaforas ontologicas, las cuales, a su vez, tiene su
origen en nuestras experiencias con objetos fisicos.

7.2. La representacion con relacion a la dimension dual “expresion-
contenido”

Para poder aplicar la faceta extensivo-intensivo a los objetos, estos necesitan
un signo que los enuncie (acompaiie). Imaginemos que un bebé ha balbuceado
algo parecido a “pan”. La madre interpreta que quiere “pan” y se lo
proporciona al mismo tiempo que le dice “pan”. El bebé recibe dos estimulos
que se refuerzan mutuamente: (1) por una parte, la emergencia del objeto
fisico “pan” y (2) por otra parte, la palabra “pan” dicha por el mismo y por su
madre.
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Si bien puede ser que los nifios pequeios no hagan la diferenciacion entre
signo y objeto, las personas adultas diferencian entre signo y objeto:

Un signo, o representamen, es algo que esta para alguien, por algo, en alglin
aspecto o disposicion. (Peirce, Collected Papers, 2.228)

Puesto que tanto el “signo” como el “objeto” son ‘“algo”, hay que tener
presente que ambos son objetos. Ser objeto o signo es algo relativo. Por tanto,
conviene distinguir entre los objetos y los signos. Es una distincion
importante, ahora bien es una diferencia coyuntural y no sustancial, ya que lo
que en un momento es signo en otro puede pasar a ser objeto y viceversa. Si
bien en la fase de “no diferenciacion” el sujeto identifica (confunde) el signo
con el objeto, en la fase de “diferenciacion” el sujeto estd en condiciones,
segin convenga, de identificar o diferenciar el signo del objeto:

Estar en lugar de, es decir, situarse en una relacion tal respecto a otro que, para
ciertos fines, puede considerarsele, en algiin modo como si fuese ese otro. (Peirce,
Collected Papers, 2.273)

La posibilidad de diferenciar entre signo y objeto permite que “alguien” pueda
establecer una relacion diddica (funcion semiodtica) entre “dos objetos™ (“algo”
por “algo”). En esta relacion (“algo” por “algo”) normalmente se considera
que uno de los objetos (el signo) es una “expresion” que se relaciona con un
“contenido” (el otro objeto).

En el EOS se considera que la actividad matematica y los procesos de
construccion y uso de los objetos matematicos se caracterizan por ser
esencialmente relacionales. Los distintos objetos no se deben concebir como
entidades aisladas, sino puestas en relacion unos con otros. La distincion entre
expresion y contenido nos permite tener en cuenta el cardcter esencialmente
relacional de la actividad matematica. La relacion se establece por medio de
funciones semidticas, entendidas como una relacion entre un antecedente
(expresion) y un consecuente (contenido) establecida por un sujeto (persona o
institucidon) de acuerdo con un cierto criterio o cddigo de correspondencia.

Godino y Batanero (1998), conciben una funciéon semidtica, al menos
metaforicamente, como una correspondencia entre conjuntos que pone en
juego tres componentes: un plano de expresion (objeto inicial); un plano de
contenido (objeto final); un criterio o regla de correspondencia. Los objetos
inicial y final estan constituidos por cualquier objeto matematico. En el EOS,
las funciones semidticas relacionan dos objetos que pueden ser materiales o
mentales. Esta manera de entender las funciones semidticas se inspira en una
larga tradicion que va de Peirce a Schiitz pasando por Husserl. La
interpretacion de las funciones semidticas que propone el EOS generaliza de
manera radical la nocion de representacion usada en las investigaciones
cognitivas realizadas en educacion matematica.
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7.3. La representacion con relacion a las dimensiones duales
“ostensivo — no ostensivo” y “personal — institucional”

Si nos formulamos la pregunta: ;Como se relaciona el signo con el objeto?
topamos con el problema de la clasificacion entre representaciones internas y
externas. En el tridngulo de la figura siguiente se considera que el signo escrito
“reloj” se relaciona con el objeto fisico “reloj” por medio del concepto
(interpretante) que tiene el sujeto (el interprete).

Normalmente se considera que tanto el concepto como el signo son
representaciones. También se considera que la palabra escrita “reloj” es una
representacion externa y que el concepto es una representacion interna
(mental).

instrumento que, dotado de un
movimiento uniforme, mide el

tiempo e indica la hora MENTE

CONCEPTO DE RELOJ /E\

Figura 10. Relacion entre signo y el objeto.

Esta primera clasificacion en representaciones mentales o internas 'y
representaciones externas no es en absoluto una clasificacion transparente. El
motivo es que los objetos matematicos se representan en los libros, pizarras,
etc. por sistemas matematicos de signos con soporte material que forman parte
del mundo real, y, puesto que se presupone que el sujeto se relaciona con el
mundo real por medio de representaciones mentales, resulta que lo que se ha
considerado como externo en cierta manera también es interno. La
ambigiiedad de la clasificacion interna/externa ha sido sefialada por diversos
investigadores. Por ejemplo, Kaput con relaciéon a esta clasificacion se
pregunta:

(Qué es una representacion mental? ;Qué se quiere decir cuando decimos que
“representa” a algo? ;Para quién? ;Coémo? ;Cual es la diferencia entre Ia
experiencia de una representacion interna y la correspondiente a una
representacion externa? ;Una representacion externa es un sistema constituido
social o personalmente. (Kaput, 1998, p. 267)

En el EOS se considera que la dualidad interno/externo no da cuenta de la
dimension institucional del conocimiento matematico, confundiendo en cierto
modo dichos objetos con los recursos ostensivos que sirven de soporte para la
creacion o emergencia de las entidades institucionales. Esto tiene
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consecuencias graves para entender los procesos de aprendizaje, ya que no se
modeliza adecuadamente el papel de la actividad humana y la interaccion
social en la produccion del conocimiento matematico y en el aprendizaje. En
el enfoque ontosemidtico la clasificacion interna/externa, ademas de
problematica, se considera poco operativa y por ello se propone reconvertirla
en dos dualidades o atributos contextuales que se consideran mas tutiles. Nos
referimos a las dualidades ostensivo-no ostensivo y personal-institucional.

La distinciébn ostensivo — no ostensivo se ha de tomar en sentido
intersubjetivo: “algo” se puede mostrar a otro directamente versus “algo” no se
puede mostrar directamente, solamente por medio de otro “algo”, que si se
puede mostrar directamente. Cuando se distingue entre los objetos
matematicos y sus representaciones, se considera a dichos objetos como no
ostensivos. Ahora bien, cualquiera de estos objetos tiene también una faceta
ostensiva, esto es perceptible, ya que se usan en las practicas por medio de sus
ostensivos asociados.

Mediante el lenguaje ostensivo se “expresan” otros objetos no ostensivos.
En principio las entidades lingliisticas se muestran por si mismas directamente
a nuestra percepcion (escritura, sonido, gestos). A su vez, las entidades no
ostensivas necesitan a éstas entidades ostensivas para su constitucion y
funcionamiento. El lenguaje viene a ser el medio por el cual no sélo se
expresan los no ostensivos, sino también es instrumento para su constitucion y
desarrollo. Por ello, en el enfoque ontosemiotico el lenguaje es considerado
como la faceta ostensiva de los objetos matematicos.

Un caso especial sera las entidades lingiiisticas que sélo tendrian, en una
primera aproximacion, la faceta ostensiva. No obstante, desde el punto de vista
del sujeto individual, los objetos lingiiisticos pueden ser pensados. Tales
objetos mentales constituyen la faceta no ostensiva de los ostensivos
lingiiisticos.

Dependiendo del juego de lenguaje en que nos posicionemos, una misma
expresion, por ejemplo “derivada”, puede referirse a un objeto personal o
institucional. Si se trata de los objetos que intervienen en las practicas que
realiza un sujeto individual para resolver una actividad escolar, se entiende
que se trata de un objeto personal. Por el contrario, si se trata de documentos
curriculares, libros de texto, explicaciones de un profesor ante su clase, se
considera que se ponen en juego objetos institucionales.

En el proceso de instruccion estamos interesados en la ensefianza de
objetos institucionales. Estos objetos se presentan en la actividad matematica
por medio de sus ostensivos asociados. Como resultado del proceso de
instruccion los alumnos habran construido sus objetos personales, los cuales se
presentaran en su actividad matematica también por medio de ostensivos
asociados.
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7.4. La representacion con relacion a la dimension dual “elemental-
sistemico”

Una de las posibles maneras de concebir el significado de una palabra es
considerarlo como la abstraccion o el universal que se asocia a esa palabra. A
su vez, las cosas designadas por el término se consideran ejemplificaciones de
ese mismo universal, o a la inversa, éste constituye la esencia de aquel. De esta
manera, las palabras y las cosas quedan relacionadas a través de un tercer
reino poblado de esencias y significados. Esta concepcidon, que se puede
considerar platonica, se considera en el enfoque ontosemidtico como una
manera “elemental” de plantear el problema. Desde este punto de vista, para
especificar lo que una cosa es, su esencia, €s necesario enumerar Sus
cualidades o los universales que ejemplifica.

Otra posible manera de afrontar el problema es hacerlo en términos de
comportamiento. Desde este nuevo punto de vista, conocer las cualidades de
un objeto equivale a conocer su comportamiento posible, o sea, el conjunto de
relaciones predicables de ¢l. Desde esta perspectiva el significado de un objeto
matematico se debe entender en términos de lo que se puede hacer con dicho
objeto matematico. Se trata de una perspectiva “sistémica” ya que se considera
que el significado de un objeto es el conjunto de practicas en las que dicho
objeto es determinante para su realizacion (o no).

Basta mirar con una perspectiva histdrica un objeto matematico cualquiera
para ilustrar la complejidad de las relaciones que se establecen entre: (1) un
objeto matematico, (2) sus ostensivos asociados, (3) las practicas que permiten
manipular estos ostensivos y (4) las situaciones en las que se usa el objeto
(juntamente a sus ostensivos y practicas asociadas) para organizar fenomenos
— por ejemplo, en Font y Peraire (2001) se hace este estudio para la cisoide.
Esta mirada historica también muestra que las diferentes formas ostensivas
que pueden representar a un objeto matematico son el resultado de una larga
evolucion en la que, en algunos casos, una nueva forma de representacion
plasma un nuevo programa de investigacion. Este hecho tiene implicaciones
importantes. A continuacion indicaremos tres que se consideran de las mas
relevantes:

(1) La primera es que las representaciones ostensivas no se pueden entender
de manera aislada:

Los sistemas representacionales importantes para las matematicas y su
aprendizaje tienen estructura, de manera que las diferentes representaciones
dentro de un sistema estan relacionadas de manera rica unas a otras. (Goldin &
Stheingold, 2001, p. 2)

Por este motivo mas que hablar de representaciones ostensivas o de signos es

conveniente hablar de sistemas de signos.

(2) La segunda es que el hecho de que el mismo objeto se pueda encuadrar en
dos programas de investigacion diferentes, cada uno con sus sistemas de
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representacion, conlleva que “cada representacion” se pueda convertir en
“objeto representado” de la representacion del otro programa de
investigacion.

(3) La tercera es que una representacion ostensiva, por una parte, tiene un
valor representacional: es algo que se puede poner en lugar de algo distinto
de ¢l mismo y, por otra parte, tiene un valor instrumental: permite realizar
determinadas précticas que con otro tipo de representacion no serian
posibles. El aspecto representacional nos lleva a entender la representacion
de una manera elemental ‘“algo” por “algo”. En cambio, el valor
instrumental nos lleva a entender la representacion de una manera
sistéemica, como el “iceberg” de un sistema complejo de practicas que
dicha representacion posibilita.

En el enfoque ontosemidtico, la introduccion de la dualidad elemental-
sistémica permite reformular la vision “ingenua” de que “hay un mismo objeto
con distintas representaciones”. Lo que hay es un sistema complejo de
practicas en las que cada uno de los diferentes pares objeto/representacion (sin
segregarlos) posibilita un subconjunto de practicas del conjunto de practicas
que son consideradas el significado del objeto. Dicho de otra manera, el objeto
considerado como emergente de un sistema de practicas se puede considerar
como Unico y con un significado holistico. Pero, en cada subconjunto de
practicas el par objeto/representacion (sin segregar) es diferente, en el sentido
de que posibilita practicas diferentes.Si  bien las reflexiones anteriores
permiten una vision holistica sobre el proceso de representacion, es evidente
que con ellas no abarcamos toda la complejidad de este proceso. Para una
mayor profundizacion remitimos al lector al trabajo de Font, Godino y
D’Amore (2005) en el que se reflexiona sobre la naturaleza y diversidad de
objetos que desempeian el papel de representacion y de objetos representados
en la actividad matematica. En este trabajo se muestra como los instrumentos
tedricos elaborados por el EOS permiten afrontar la siguiente problematica: 1)
La naturaleza de los objetos que intervienen en la representaciones; 2) La
distincion entre representaciones internas y externas; 3) El problema de la
representacion del elemento genérico; 4) El papel que desempefian las
representaciones de un mismo objeto en su emergencia; 5) Procesos de
comprension y su relacion con la traduccion entre diferentes representaciones.

8. Otros procesos: El caso de la metafora

Es evidente que los procesos contemplados en la Figura 1 no agotan todos los
procesos que intervienen en la actividad matematica. Para poner un solo
ejemplo, que claramente estd presente en la tarea que estamos utilizando como
contexto de reflexion, vamos a considerar los procesos metaforicos. Si
observamos la Figura 2 vemos que es facil que el alumno entienda que el
punto D va cambiando de posicion, en lugar de entender que son puntos
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diferentes (esto se facilita por el hecho de que el programa Cabri mantiene
siempre el mismo simbolo, la letra “D”). El alumno puede estructurar esta
tarea en término de sus experiencias corporales y de movimiento, por ejemplo
puede considerar que la linea recta es como una carretera por la que se
desplaza un coche (el punto D), en este caso habria funcionado una metafora
conceptual del tipo “grounding” en la terminologia de Lakoff y Nuifiez (2000),
es decir una metafora conceptual que relacionan un dominio (de llegada)
dentro de las matematicas con un dominio (de partida) fuera de ellas.

Acevedo, Font y Bolite Frant, en diversos trabajos, han estudiado las
metaforas en el discurso del profesor y en el de los alumnos aplicado al caso
de la representacion grafica de funciones. En Font (2000 y 2001), Font y
Acevedo (2003) y Bolite, Acevedo y Font (2005) se responde a las cinco
preguntas siguientes: 1) ;Cuales son las diferentes metaforas que se han
utilizado histéricamente para organizar el conocimiento sobre las graficas de
las funciones?, 2);Qué tipo de metaforas utiliza el profesor al explicar la
representacion grafica de funciones en el Bachillerato?, 3) ;Es consciente el
profesor del uso que ha hecho de las metaforas en su discurso y hasta qué
punto las tiene controladas?, 4) ;Qué efecto producen estas metaforas sobre
los alumnos? Y 5) ;Qué papel juega la metafora en la negociacion de
significados? En Acevedo, Font y Bolite Frant (2006) se realiza una reflexion
tedrica cuyo objetivo es situar la metafora con relacion a las cinco facetas
duales contempladas en el enfoque ontosemidtico (expresion-contenido,
institucional-personal, elemental-sistémica, extensivo-intensivo y ostensivo-no
ostensivo). Para ello, utilizan como contexto de reflexion el objeto matematico
“funcion” y, mas en concreto, su representacion grafica.
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Figura 11. Miradas duales al proceso metaforico.

8.1. La metafora con relacion a la dimension dual ‘personal /
institucional”

El caso estudiado, las metaforas relacionadas con las graficas de funciones, es
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un buen ejemplo para ilustrar como se sitia la metafora con relacion a la
dimension dual “personal / institucional”. Por una parte, la metafora estatica
“la grafica de una funcion f{x) es el conjunto de puntos cuyas coordenadas son
(x, f(x))” se encuentra fosilizada en las matematicas institucionales y, por otra
parte, la metafora dinamica (la gréafica es la traza de un punto que se mueve
sobre la grafica) es un recurso utilizado por el profesor que resulta
determinante en la estructuracion de los objetos matematicos personales de los
alumnos. Puesto que las metaforas dindmicas y las estaticas estructuran de
manera diferente a la grafica de una funcion es necesario preguntarse por el
tipo de coexistencia que se produce entre ambas, enmarcando esta pregunta en
la dimension dual “personal / institucional”.

A partir de un analisis historico, la respuesta es que, mas que coexistencia
en el plano institucional, lo que se observa es que hay periodos en los que una
domina a la otra, siendo la metafora estatica conjuntista la que domina
actualmente. En los objetos matematicos institucionales actuales la metafora
conjuntista es la dominante, incluso se puede decir que casi no hay cabida para
las dindmicas. Més que una combinacion de metaforas que da lugar a una
fusion conceptual tenemos la desaparicion de una a manos de la otra. Aunque
las metaforas dindmicas y las estaticas son claramente diferentes tienen ciertas
implicaciones comunes. Por ejemplo, ambas permiten distinguir entre grafica
y punto. Este hecho hace que un profesor experto las pueda manejar de manera
coherente, siempre que supedite las dinamicas a las estaticas. Por ejemplo, en
el caso del dominio de una funciéon que sea un intervalo cerrado, si suponemos
que el extremo del intervalo se mueve hasta llegar al otro extremo se obtiene
un conjunto que es el dominio de la funcion.

Si nos preguntamos por la coexistencia de ambos tipos de metafora en el
proceso de instruccion, se observa una mayor presencia de las metaforas
dindmicas.

Si nos preguntamos por al coexistencia en el plano personal, se constata
que el uso de metaforas dinamicas en el discurso del profesor produce efectos
significativos en la estructura del significado personal de los alumnos que
pueden llegar a ser, en muchos alumnos, dominantes sobre los efectos que
produce la metafora conjuntista. Mientras que un profesor experto puede
manejar de manera coherente las dos metaforas, siempre que supedite las
dinamicas a las estaticas, hay alumnos que no logran hacerlo. Esta falta de
coherencia es una de las causas importantes de conflictos semioticos
relacionados con la representacion grafica de funciones.

8.2. La metafora con relacion a la dimensién dual “extensivo /
intensivo”

Una objecion importante que se puede poner a la afirmacion de que “entender
la grafica de una funcion f{x) como el conjunto de puntos cuyas coordenadas
son (x, f(x))” es una metafora estatica, consiste en afirmar que no se trata de
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una metafora sino de una relacion de tipo extensivo-intensivo. Esto es, afirmar
que la grafica es un ejemplo de conjunto y que no hay ningun tipo de
metafora, se trata simplemente de una subcategorizacion.

Se trata de una objecion importante ya que en muchos casos no podemos
distinguir una metafora de una subcategorizacion. En el caso de las graficas de
funciones solo un analisis historico permite afirmar que “entender la grafica de
una funcién f{x) como el conjunto de puntos cuyas coordenadas son (x, f(x))”
es una metafora que se ha convertido con el tiempo en una subcategorizacion.

Lakoff y Johnson (1991) consideran que tanto la subcategorizacion como
la metafora tienen una estructura del tipo 4 es B y que ambas son los puntos
extremos de un continuum unico. En el caso de algunas metaforas es muy
claro que 4 y B son muy diferentes y nos situamos en un extremo de este
continuum, mientras que en la subcategorizacion 4 se considera un extensivo
de un intensivo B y también es claro que nos situamos en el otro extremo del
continuum. Pero cuando no esta claro si 4 y B son muy diferentes o bien si se
pueden relacionar como extensivo e intensivo, entonces la relaciéon 4 es B cae
en algiin punto de la mitad del continuum. Por otra parte, metaforas que en el
momento de su aparicion se situaban claramente en un extremo del continuo
con el paso del tiempo se han convertido en subcategorizaciones situadas en el
otro extremo. En Font (2007) se ilustra este proceso de fosilizacion para una
de las metaforas mas fructiferas en la historia de las matematicas: la
interpretacion de las curvas del plano como conjunto de puntos que son
solucion de una ecuacion.

8.3. La metafora con relacion a la dimension dual “expresion-
contenido”

Con relacion a la dimension expresion contenido la metafora actiia de manera
iconica (Otte, 2001), puesto que una representacion iconica, ademas de
representar al objeto, nos informa de la estructura de dicho objeto. Una nueva
metafora (4 es B’) es una expresion que permite entender los elementos de B
(partimos previamente de la relacion extensivo / intensivo A es B) como
elementos de B’. Es decir, 4 es B’ permite estructurar los elementos 4 de B en
términos de B’. Dicho de otra manera, la metafora dota de una nueva
estructura a B. Visto de esta manera la expresion 4 es B’ se puede considerar
que funciona de manera iconica con respecto al contenido B.

8.4. La metafora con relacion a las dimension dual “elemental /
sistémica
Si bien la metafora se presenta de manera elemental (4 es B), el hecho de que
ahora B estructure 4 permite aplicar a 4 un conjunto de practicas que son el
significado de B. Dicho de otra manera, la metafora es una manera compacta
de generar un sistema complejo de nuevas practicas.
La dualidad elemental-sistémica en el caso de la metafora ha sido puesta
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de manifiesto por diferentes autores. Segiin Black (1966) cuando usamos una
metafora tenemos en una sola expresion dos pensamientos de cosas distintas
en actividad simultdnea. El significado de la expresion metaforica seria el
resultante de la interaccion de los dos elementos. En “Juan es una roca” los
dos pensamientos activos a la vez serian el de la fortaleza de Juan y el de la de
solidez de la roca. Para Black los dos elementos vendrian a ser uno, el foco de
la metafora — el enunciado efectivo — y otro, el marco que lo rodea. Este
segundo elemento ha de ser considerado como un sistema mas que como una
cosa individual. Cuando decimos que “la sociedad es un mar”, estamos
poniendo delante de nuestros ojos, proyectando sobre la sociedad, todo un
sistema conceptual en el que hay tempestades, puertos seguros, piratas,
tiburones, naufragios y muchas cosas mas.

En los trabajos de Lakoff y Nunez (2000) la dualidad elemental-sistémica
también ocupa un lugar central. Por una parte, la metafora es elemental (4 es
B), pero, por otra parte, nos permite generar un nuevo sistema de practicas
(perspectiva sistémica) como resultado de la comprension del dominio de
llegada en términos del dominio de partida. Lakoff y Nuiiez desarrollan la
dualidad elemental sistémica para diferentes metaforas. Valga como ejemplo
la metafora del contenedor, la cual, segun Nufiez (2000), es una metafora que
se usa para estructurar la teoria de clases. Para este autor se trata de una
metafora ontologica inconsciente que tiene sus raices en la vida cotidiana
(Nufiez, 2000, p. 13):

* Elemental: “Las clases son contenedores”

* Sistémica: (Tabla 2).

De hecho, la mayoria de las investigaciones sobre la metafora se han dedicado
principalmente al estudio de dicha dualidad. Por ejemplo, en Bolite y otros
(2004), siguiendo el modelo propuesto por Lakoff y Nunez (2000), se
considera primero la metafora elemental “los puntos son objetos fisicos™.

A continuacion se descompacta el dominio de partida (los objetos fisicos) y el
dominio de llegada (los puntos) para ver que relaciones, practicas, etc. del
dominio de partida se trasladan al dominio de llegada:

* Elemental (4 es B): “Los puntos son objetos fisicos”
* Sistémica: (Tabla 3).
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Tabla 2
Mirada sistémica a la metdfora “Las clases son contenedores”
Dominio de partida Domino de llegada
Esquema del contenedor Clases
Interior del contenedor Clase
Objetos dentro del contenedor Miembros de la clase
Ser un objeto del interior La relacion de pertenencia

Un interior de un contenedor dentro de uno | Una subclase de la clase méas grande
mas grande

Superponer el interior de dos contenedores | Interseccion de dos clases

La totalidad de los interiores de dos La unidn de clases
contenedores
El exterior de un contenedor El complementario de la clase
Tabla 3
Mirada sistémica a la metdfora “Los puntos son objetos fisicos”
Dominio de partida Dominio de llegada
Un cuerpo fisico en el espacio Un punto en el plano cartesiano
Un coche moviéndose a lo largo de Un punto que se “mueve” sobre una curva que
una trayectoria representa a una funcion real

Un coche que atraviesa un tinel es el | Un punto que se mueve a lo largo de una
mismo cuando entra que cuando sale |curva es siempre el mismo

La trayectoria representa el La grafica de la pizarra es la trayectoria del
movimiento punto

8.5. La metéafora con relacion a las dimensién dual “ostensivo / no
ostensivo”

Con relacion a la dimension dual “ostensivo / no ostensivo” la metafora actiia
en ambos niveles ya que por una parte se presenta de manera ostensiva en los
textos o en el discurso oral y, por otra parte, puede ser generada y utilizada
mentalmente por los sujetos permitiendo la realizacion de inferencias.

9. Consideraciones finales

El trabajo que se presenta pretende ser un aporte tedrico que hay que enmarcar
en la perspectiva del desarrollo del EOS ya que se afronta la problematica del
encaje de los “procesos” dentro del marco tedrico.

En este trabajo hemos mostrado como el uso del constructo “configuracion
epistémica de objetos matematicos” conjuntamente con determinados procesos
matematicos considerados en el EOS permite un mejor analisis de las practicas
matematicas. La herramienta “configuracion epistémica” resulta util para
describir de manera estatica la estructura (organizacion, configuracion,
anatomia, etc.) de un texto matematico, mientras que los procesos son
herramientas que permiten profundizar en el andlisis del funcionamiento
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(dinédmica, fisiologia, etc.) de la configuracion epistémica activada en la
realizacion de la practica matematica.

Otra de las aportaciones de este trabajo consiste en una profundizacion
sobre lo que se entiende por materializacion-idealizacion y por
particularizacion-generalizacion en el marco del EOS. Se han considerado tres
maneras diferentes de generar intensivos, cada una de las cuales juega un
papel diferente en las matematicas. La abstraccion eliminativa y la
constructiva tendrian que ver, sobre todo, con el “contexto de
descubrimiento”, mientras que la abstraccion aditiva se relaciona, sobre todo,
con el “contexto de justificacién”, puesto que esta ultima es la usada
habitualmente en la presentacion formalista de las matematicas.

Por ultimo queremos destacar que las diferentes miradas que posibilitan las
facetas duales de la Figura 1 son una buena manera de analizar la problematica
de la relacion entre procesos, tal como se ha puesto de manifiesto al analizar
los procesos de representacion y los metaforicos.
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